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Introducere

Clasele pregititoare pentru Marile Scoli (CPGE — Classes préparatoires aux Grandes Ecoles)
ofera absolventilor de bacalaureat o alternativd la pregatirea admiterii in studiile universitare.
Admiterea 1n aceste ,,classes prépas” este una foarte selectiva. Clasele pregatitoare au drept scop
cresterea nivelului de competentd pentru absolventii de liceu care doresc sd aplice pentru
continuarea studiilor de 3 ani la ,,Grande Ecole”.

Programele de studiu pentru aceste clase pregatitoare sunt organizate pluridisciplinar, oferind
elevilor posibilitatea de acces, in functie de filiera urmata, la concursurile i examenele scolilor de
tipul ,,Grandes Ecoles”, pe diferite filiere: inginerie, comert, stiinte politice, scoli normale
superioare etc. Proba de admitere in Lycee Luis-le-Grand, corespunzatoare disciplinei
Matematica, pentru filiera stiintifica, are o durata de 4 ore, continand o serie de 11 probleme.
Pornind de la testul propus in 2012, la nivelul Romaniei, sub coordonarea Societatii de Stiinte
matematice din Romania (SSMR), prezentam in materialul de fatd rezolvarea comentatd a unuia
dintre cele 11 subiecte constituente ale probei de matematica.

Dintre cele 11 subiecte am ales sa abordam in materialul de fatd problema 8 a testului propus in
anul 2012, atat datorita faptului ca permite o trecere in revistd a mai multor contexte matematice
importante — proprietdti de functii, elemente de artimetica numerelor intregi, cat si datorita
faptului ca permite abordari alternative, potrivite diferitelor etape de cunoastere matematica — de
la clasele gimnaziale pana la clasele superioare de liceu si, nu In ultimul rand datorita faptului ca
permite evidentierea unor probleme de sine statdtoare si generalizari de diferite grade.
Adresabilitatea materialului vizeaza atat profesorii de matematica care predau la nivel liceal, dar
si la nivel gimnazial, precum si pe elevi, care prin prezentarea graduala si evidentiind alternative
pot intari deprinderi i comportamente care privesc atat strategii de rezolvare de probleme dar si
modul 1n care se poate comenta, concluziona sau studia consecinte si derivatii ale unor contexte
matematie initiale.
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Introduction

Grand Prix classes for Grand Ecole (CPGE) offer secondary school graduates an
alternative to admission to university studies Admission to these "prépas classes" is a
very selective one. The preparatory classes aim to increase the level of competence for
high school graduates who wish to apply for the continuation of their 3-year studies at
Grande Ecole.

The study programs for these preparatory classes are multidisciplinary, giving students
the opportunity to access, according to the following course, the competitions and exams
of "Grandes Ecoles" schools, on different branches: engineering, commerce, political
science, upper secondary schools etc. The admission test in Lycee Luis-le-Grand,
corresponding to the Mathematics discipline, for the scientific field, has a duration of 4
hours, containing a series of 11 problems.

Starting from the proposed test in 2012, in Romania, under the coordination of the
Romanian Mathematical Sciences Society (SSMR), we present in the present material the
commented solution of one of the 11 constituent subjects of the mathematics test.

Of the 11 topics, we have chosen to address the 8th issue of the proposed test in 2012,
both because it allows a review of several important mathematical contexts - function
properties, arithmetic elements of integers, and thanks the fact that it allows alternative
approaches appropriate to the various stages of mathematical knowledge - from upper
secondary to upper secondary schools, and last but not least because it allows to highlight
stand-alone problems and generalizations of varying degrees.

The addressability of the material is aimed at both mathematics teachers who teach at
high school and gymnasium levels as well as pupils who, through gradual presentation
and highlighting alternatives, can strengthen skills and behaviors that concern both
problem-solving strategies and how can comment, conclude or study consequences and
derivations of some initial math contexts.

ENUNT (Exercitiul 8 al testului corespunzator anului 2012)

Se considera functia /:R > R, f(x) = x> —2x.

a) Demonstrati ca exista doua valori reale x, y distincte, pentru care f(x)= f(y»).

b) Demonstrati ca nu exista perechi de numere rationale distincte (x,y), pentru care

S =f)-

Rezolvare si comentarii a):

Metoda 1 — clasa a IX-a.

Metoda tine cont de o abordare particulara, specifica verificarii conditiei de injectivitate a
unei functii, contra-e prin identificarea unui contra-exemplu:
Studiati injectivtatea functiei f:R — R, adicd daca oricare ar fi x,yeR, x#y, atunci

S)=f().



Intr-un astfel de caz, in cazul intuitiei neindeplinirii conditiei de injectivitate, ne putem orienta
spre a identifica o valoare convenabila « din codomeniul functiei, pentru care ecuatia f(x)=a

(*) admite cel putin doud solutii distincte din domeniul de definitie. Dacd 0 este element al
codomeniului, o abordare deseori facila este rezolvarea ecuatiei f(x)=0.

Si in cazul de fatd, f(x)=0 implica x> =2x=0, de unde, prin utilizarea metodei factorului

comun obtinem echivalent x(x2 —2)=0, de unde utilizand proprietatea produsului nul de

numere, se obtin cazurile x=0(o prima solutie convenabild, ca apartindnd domeniului de
definitie si indeplinind conditia de numar real cerutd de problema — in acest caz parand trivial, dar
existand probleme in care testarea poate exclude o valoare ca neindeplinind setul de conditii
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impuse 1n enunt), respectiv x?>—2=0, echivalentd cu x* — (\/5 ) =0, de unde se obtine relatia

(x—\/z)(x+\/§)=0, ceea ce conduce la solutiile x=42, respectiv x=—2, valori care
indeplinesc conditiile din enunt. In concluzie, alegand oricare doud numere distincte dintre
0,\/5 , —\/5 , functia ia aceeasi valoare , 0, ceea ce Incheie demonstratia.

Metoda 2 — clasa a XI-a.

Metoda utilizeazd proprietdati de monotonie, continuitate si derivabilitate, precum si
consecinte ale proprietétilor de derivabilitate a functiilor.

Cum functia este elementara (polinomiald), este o functie continud si derivabila pe tot
domeniul de definitie.

Cum f'(x)= 3x? =2 si ecuatia f'(x) =0 are drept multime a solutiilor S = {i?}, rezultd ca

functia f admite doua puncte critice importante pentru completarea tabelului de variatie. De
asemenea, cum derivata functiei are o lege de gradul al doilea, semnul derivatei depinde de

semnul coeficientului dominant (al lui x2) in acest caz pozitiv, ceea ce genereaza urmatorul
tabel:

x ~ & 8 o
3
0
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f'(x) + + 0 - + +
S (x) /! N\ /!
maxim minim
(local) (local)

Tinand cont de domeniul de definitie (R ), de continuitatea functiei pe acest domeniu si
de schimbarea de monotonie (cel putin doud intervale de monotonie diferitd), rezultd ca
functia nu este injectiva, deci indeplineste conditia din enunt.

O astfel de abordare reprezintd o argumentare (demonstratie) care nu necesitd
identificarea unor valori particulare care sd convind enuntului s§i este necesard ca
alternativa la cerinta similard pentru alte categorii de functii, la care rezolvarea ecuatiei
(*) nu este una facila.



Comentarii:

Putem considera ca aceastd cerinta — propusa elevilor care sunt in clase ale
invatdmantului secundar superior sau chiar au absolvit liceul — este una de nivel usor,
permitand utilizarea metodei 1, atat din punct de vedere al legii, cat si din punct de vedere
al abordarii simple a ecuatiei f(x)=0.

Rezolvare si comentarii b):

Corelat cu cerinta a) avem deja exemplu de numere reale distincte pentru care functia
inregistreazd aceeasi valoare, insd restrictia studiului pe mulfimea numerelor rationale
aduce un plus de dificultate care presupune o cu totul abordare, niciuna dintre metodele
anterioare nepermitand rezolvarea cerintei de fata.

In acest sens, pornind de la prelucrarea conditiei f(x)= f(y), aceasta este echivalenti cu
f(x)- f(y)=0, precum si cu relatia (x— y)(x> +xy+y*>—2)=0 (**), unde am tinut cont
de formula de calcul prescurtat valabild pentru orice pereche de numere reale,
a® —b> =(a-b)a® +ab+b).

In ipoteza x = y rationale, rezultd ca egalitatea (**) implica x? +xy + y> —2 =0 (¥**).
Tinand cont de rationalitatea valorilor care trebuie sa verifice relagia (***), putem
considera x:ﬂ,yzz—z, U ap,bay,by €Z, b by #0 si (a;,b)=1,(ay,b) =1.

| 2

Ecuatia (***) devine in aceste notatii a{'b3 +aja,bib, + a3bi = 2bb3 (¥**¥*),

Avand in vedere paritatea membrului drept, cercetarea poate continua printr-o cazuistica
generate de paritatea / imparitatea necunoscutelor din relatia (****), obtinandu-se astfel:

Cazul I:

a; par, ceea ce implica din conditia de prime intre ele cd 4, impar;

sl
a, par, ceea ce implicd din conditia de prime intre ele ca », impar.

Rezultd ci af,a3,a1a, sunt expresii divizibile cu 4 (=0(mod4)), deci membrul sting este
divizibil cu 4, insa, tindnd cont de imparitatea expresiilor b, s1 b,, rezultd cd expresia
2b7b3 este divizibild cu 2 dar nu si cu 4, ceea ce implicd faptul ci membrul drept al

relatiei (****) nu este divizibil cu 4, egalitatea (****) neputand fi posibild pentru acest
caz.



Cazul al I1-lea:

a; impar, ceea ce poate permite din conditia de prime intre ele ca b, par;

si
a, impar, ceea ce poate permite din conditia de prime intre ele ca b, par.

Fie k,k, eN*, cu presupunerea k <k, (*****) care nu diminueazd generalitatea

cazului, si b;,b, € Z , impare, astfel incat b, =25 b, si b, =2%b,.

= Rezulta pentru membrul stang al relatiei (****):

2y | 272 i A2+l y 252
272 |afby si 2727 [ aiby,
2k ) 272 o3 A2kl 252
2 1 |a2b1 Sl 2 1 Xazbl .

k+k s Aky+ky+1
2072 |Cl1 a2b1b2 S1 20T Xal a2b1b2 5

ceea ce implica, tinand cont si de conditia (*****), ca membrul stang al relatiei (****) se

divide prin 2% si nu se divide prin 2", deoarece dupa darea lui 2% ca factor comun,
cele trei expresii rdmase In paranteza sunt fie toate trei impare — in cazul &, =k, , fie sunt

doua pare §i una impard — in cazul &, <k, , deci valoarea parantezei este de tip impar.
= Rezultd pentru membrul drept al relatiei (¥***) ca 21*2ht2k2 | 2p2p2

Cum 1+2k, +2k, > 2k, rezultd ci dupa simplificarea relatiei (****) prin 2%% | membrul

stang devine impar, iar membrul drept ramane par, egalitatea neputand fi indeplinitd in
acest caz.

Cazul al I11-lea:

a; par, ceea ce implica din conditia de prime intre ele ca b, impar;

si
a, impar, ceea ce poate permite din conditia de prime intre ele ca b, par.

Rezulti ci af,qb, implicd faptul ci primii doi termeni ai membrului sting al relatiei
(****) sunt expresii divizibile cu 2 (=0(mod2)) si expresia a3b rdimane la fel ca in cazul

anterior impard, deci membrul stang este impar, pe cand membrul drept este par,
egalitatea (****) neputand fi posibild pentru acest caz.



Cazul al I'V-lea:

a, par, ceea ce implica din conditia de prime intre ele ca b, impar;

si
a, impar, ceea ce poate permite din conditia de prime intre ele ca b, impar.

Rezultd ci af,qb, implicd faptul ci primii doi termeni ai membrului sting al relatiei
(****) sunt expresii divizibile cu 4 (=0(mod4)) si expresia a%bl2 este impard, deci

membrul stdng este impar, pe cand membrul drept este par, egalitatea (****) neputand fi
posibila pentru acest caz.

Cazul al V-lea:

a, iImpar, ceea ce poate permite din conditia de prime intre ele ca 4, impar;

si
a, impar, ceea ce poate permite din conditia de prime intre ele ca b, impar.

Cum toate variabilele prezente in relatia (****) sunt impare, membrul sting reprezintd
suma a trei expresii impare, deci este impar, in timp ce membrul drept este in mod
evident par, ceea ce afirmad ca si in acest ultim caz egalitatea (****) nu este posibila.

In concluzie, cazuistica prezentatd, generatd de criteriul paritatii / imparitatii

g, oyt

caz relatia s-a dovedit imposibil de verificat de valori intregi, rezultd ca egalitatea
atb3 + aja,byby +asbl =263 nu este verificati pe mulfimea numerelor intregi, in
ipotezele suplimentare ale problemei.

in aceste conditii se incheie si rezolvarea cerintei b) a problemei propuse, deci nu
exista perechi de numere rationale distincte (x,y), pentru care f(x)=f(y).

Comentarii:

Gradul de dificultate al cerintei b) a fost generat de rezolvarea unei probleme care poate
fi de sine statdtoare, In aceastd formulare putand fi abordata la nivelul anilor de studiu
incepand cu clasa a 6-a:

Demonstrati cad nu existd perechi de numere rationale distincte (x,y), pentru care

x2+xy+y2=2.



Enuntul anterior poate fi introdus intr-un context de generalizare astfel:

Fie p,q numere intregi. Demonstrati ci nu existi perechi de numere rationale distincte

(x,7), pentru care x> +(2p+Dxy+ 1> =2g.

O posibila alta abordare, la nivelul claselor a 8-a / a 9-a, ar putea fi cea in care tratam
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ecuatia x?+xy+y>—-2=0 (***) ca o ecuatie de gradul al doilea intr-una dintre

necunoscute, fie x aceasta, si de parametru cealaltd dintre necunoscute (y). Cum

A=y? —4(y* —=2)=8-3y?, caz in care, pentru a exista solutii reale ale ecuatiei (***),
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impunem A >0, ceea ce restrictioneaza valorile lui y la un interval, ye {_T’T}

Cum cerectarea noastra este In mulfimea numerelor rationale, o altd conditie necesara
pentru existenta unor valori rationale pentru x este ca VA €Q.
Deoarece este necesar ca y e Q, rezultd ca putem considera fractia ordinard ireductibild

m .. . - . o .
y=—, mneZ, n#0, (mn)=1, conditia ca radicalul sd reprezinte un numar rational

n
\/8112 —3m?

n

8n> —3m* =k? sau, echivalent 87% =3m?> +k*. In mod evident, membrul stang fiind par,
rezultd cd m si k au acceasi paritate. Cum relatia anterioara este echivalentad cu

devenind €@, ceea ce implicd a verifica daca existd keZ astfel incat

42n* —=m?) = (k — m)(k + m) (¥F**FEE) putem continua studiul pe doua cazuri:

Cazul I:

m $1 k pare,
deci putem considera m=2m', m'eZ,ae N*, m' impar, respectiv k = 2k,
k'eZ,be N*, k' impar.

Cum (m,n)=1, rezultd ca n este impar.
Relatia (******) devine in aceste conditii:
23 (7’[2 _ 2m v2) — 2min(2a,2b) (Zb—min(a,b)kv_ 2a—min(a,b) mv) (2b—min(a,b) k 4 2a—min(a,b) m) .
%,—/

y B C
In notatiile evidentiate anterior, valorile expresiilor 4,B si C sunt impare.

De asemenea, se poate constata faptul ¢i membrul stang este divizibil cu 2°, dar nu si cu

2*, pe cand membrul drept este divizibil cu o putere a lui 2 de tip par.
In baza tuturor observatiilor mentionate, egalitatea anterioara nu poate fi indeplinita.



Cazul al I1-lea:

m $i k impare,
deci putem considera m=2m'+1, m'eZ, respectiv k=2k'+1, k'eZ.

Cum (m,n)=1, rezultd ca n este par.

Relatia (******) devine in aceste conditii, necesitand doar prelucrarea membrului drept:
42n% = m*) = 4(k'—= m")(k'+ m'+ 1) .

Se obtine echivalent 2n% —m? = (k'—=m")(k'+ m'+1).

In conditiile date, membrul stang este impar, si cum k'-m' $i k'+m'au aceeasi paritate,
rezultd cd cele doud paranteze ale membrului drept sunt de paritati diferite, produsul

generand un membru mereu par, ceea ce afirma imposibilitatea realizarii egalitatii
studiate.

Derivata din studiul anterior, ca problema de sine statatoare poate fi propusa urmatoarea:

Demonstrati ca oricare ar fi m,neZ,(m,n) =1, 8n* —3m? Q.

Comentarii:

Raportandu-ne la cerintele problemei, utilizand proprietatile finctiilor derivabile pe R,
sirul lui Rolle (clasa a XI-a) ne permite studiul numarului de solutii reale ale ecuatiei
atasate f(x)=0 sau ale ecuatiei g(x)=0, unde, pentru a e @, utilizdm functia auxiliard

g(x)=f(x)—a, oricare xeR, Tnsd metoda permite doar abordarea cantitativd — a

numarului de solutii distincte, nu si calitativi — in acest context referindu-ne la
apartenenta solutiilor la un anumit domeniu de admisibilitate).

De asemenea, o alta directie de dezvoltare a studiului ar fi putut fi reprezentatd de
ecuatiile algebrice cu coeficienti rationali / intregi (capitolul Polinoame, clasa a XII-a),

referindu-ne aici la ecuatia x’ —2x—a =0, care ar putea completa sirul lui Rolle anterior
mentionat, furnizand informatia privind faptul ca radacinile ecuatiei pot fi in unul dintre
urmatoarele cazuri:

- trei solutii reale distincte, caz in care fie toate rationale, fie una rationala si doua

irationale (conjugate);

- o solutie rationala si doua solutii complex conjugate.
In sensul celor prezentate anterior, cerinta de la punctul a) este una care se situeazi in
cazul a 3 solutii reale, dintre care una rationala si doua irationale (conjugate).



O ultima legatura o facem cu rezolvarea ecuatiilor algebrice de gradul III, in cazul de fata
avand chiar forma redusa a ecuatiei generale, x° + px+¢=0, unde p,geR.

Pornind de la ideea standard de rezolvare (Tartaglia, Cardano, del Ferro — secolul XVI,
Hudde — secolul XVII) de a folosi variabilele auxiliare u,v si notatia x=u+v, avand la

34V +3uv(u+v), prin analogie cu x°

bazi identitatea (u+v)’ =u =—-px—q, rezultd
sistemul:
u+v==x

u3+v3:—q.

B3uv=—p

Prin ridicarea la puterea a treia, membru cu membru a ultimei ecuatii a sistemului,
consideram sistemul:

27
Acest sistem de ecuatii simetrice (s1 omogene) are drept solutii — pentru cuburile
variabilelor auxilare — solutiile ecuatiei de gradul al doilea in necunoscuta z (folosind
relatiile lui Viete):

3

2+ qz - L o
27

Cu alte cuvinte am redus studiul la o ecuatie de gradul al doilea, aducand cerinta la
nivelul algortimilor uzuali din curriculum matematic obligatoriu, Insd scopul materialului

de fatd nu este prezentarea pe caz general a algrotimului de rezolvare, ci utilizarea
etapelor sale pe caz particular al problemei, adica pentru ecuatia x> —2x—a=0, cu aeQ,

2

. . 8 n o < . . .
ceea ce conduce la rezolvarea ecuatiei z° —az +2—7 =0, insd legdtura cu studiul existentei

sau non-existentei a cel putin doua solutii distincte rationale ale ecuatiei in necunoscuta x
devine un studiu mult mai complicat decat abordarile anterior prezentate.

Concluzii:

- un context care inifial pare a se adresa unui segment limita de aplicare matematica
poate genera o abordare care sd extinda domeniul initial, implicand varii domenii
de cunoastere matematica.

- nu trebuie pornit de la premisa cd un enunt simplu presupune si o rezolvare
simpla;

- elevul trebuie sa-si cultive gustul pentru a reflecta asupra unui rezultat matematic
si sa fie Incurajat sa identifice conexiuni §i consecinte care 1i dezvolta astfel
creativitatea;

- alegerea problemei s-a dorit un exemplu privind nivelul de atingere al
standardelor de invatare matematica necesare unui parcurs educational la nivel
universitar de calitate i in alte sisteme de Tnvatamant, precum cel francez, pus in
discutie.



Conclusions:

- a context that initially appears to address a mathematical boundary segment may
generate an approach that extends the initial domain, involving a variety of mathematical
knowledge domains.

- it should not be assumed that a simple statement implies a simple solution;

- the student has to cultivate his / her attitude to reflect on a mathematical result and to be
encouraged to identify connections and consequences that develop his / her creativity;

- the choice of the problem wanted an example of the level of attainment of the
mathematical learning standards required for a high-quality educational pathway and
other education systems such as the French one, under discussion.



